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Resume. Soit T un topos avec assez de points. Nous demontrons l'existence d'un espace
topologique X T ayant les proprietes suivantes : premierement, T est equivalent a
la categoric Faisr;(XT ) des faisceaux equivariants pour un groupoi'de topologique
G =t X T (Theoreme A): de plus, Ie morphisme de topos associe Fais(XT ) ---+ T
induit des isomorphismes en cohomologie (ou un plongement pleinement fidele des
categoric .. dcrivee ..) (Theoreme B).
U('III'('!w,,'u'im, of lopo; by topological spllces
Abstract. 1.('/1 II(' (1101'/1\ 11,,11 ('lillI/gil point». WI' prov« IIII' existence (!{ a topological space X T
11,,11 11t(' /01/1111 uu; 111'0 IIIHII('I/i/'I. /-h,II, 'T is equivalent to the category Sh(;(XT ) of
"(/'/1 I (/I 1/1/11 '''('(11 n 1(1/ /I 11I/1(lIIIt.:it'/l1 groupoid (: =t .\' r (Theorem A). Secondly. the
'(lI/(,,//(,"t1I1/~ /(1/'(1' 11/(11/,111\11/ SIl( \' I) - 1 induces isomorphisms in cohomology (or
/I 1111/ 1'I11f,,'tltllIl!.: (II tI('III'('tI ('{1I('gllrin) (I'IWIIH'1I1 B).
1. Topos avec assez de points
Rappelons quelques definitions (voir III. 151 et 161). Un topos est la categoric des faisceaux
d'ensembles definis sur un (petit) site. Pour un topos T, on ecrit Ab(T) pour Ia categoric des
faisceaux abeliens sur ce site, et D+(T) pour sa categoric derivee.
Le topos ponctueI sera note P; c'est la categoric des ensembles. Un point d'un topos T est un
morphisme p: P -> T. Un tel point est determine, aun isomorphisme pres, par son foncteur « image
inverse» p":T -> P; c'est un foncteur preservant les Iimites finies et les coIimites. Pour un objet
(faisceau) N de T, I'ensembIe p*(N) est Iajibre de N sur Ie point p, et sera note Np . On dit que
Ie tapas T a assez de points si les foncteurs p"; pour tous Ies points p de T, forment une famille
conservative. Autrement dit, T a assez de points si : une suite A -> B -> 0 dans Ab(T) est exacte
si et seuIement si Ia suite des fibres Ap -> Bp -> Op est exacte pour chaque point p de T.
Note presentee par Alain CONNES.
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Dans ce cas-la, il y a toujours un ensemble petit de points suffisants pour verifier I'exactitude. (On
note que la collection de taus les points de T est en general une cIasse propre, non-necessairernent
petite.) Presque taus les tapas que I'on rencontre en pratique en geometric et en topologie ont assez
de points (voir par exemple [I] Expose VI, App.).
2. Faisceaux equivariants
Rappelons qu'un groupoide est une petite categoric dans laquelle chaque fleche est inversible. Un
groupoide est donne par un ensemble X [« d' objets ») et un ensemble G (« de fleches »), avec les
applications structurales s, b : G :::i X (source et but), u : X -+ G (unites), i : G -+ G (inverse), et
m : G x x G -+ G (multiplication ou composition), satisfaisant les identites habituelles. Un groupoide
topologique est un tel groupoide, OU X et G sont munis d'une topologie qui rend continues les
applications structurales.
Pour un tel groupoide topologique, un faisceau equivariant est, par definition, un faisceau
(homeomorphisme local) p : E -+ X sur X, munie d'une operation de G. Une teUe operation
est une application continue E Xx G -:..E, satisfaisant aux identites habituelIes d'associativite et
d'unite. Cette operation associe a chaque e E Ey et a chaque ffeche g : x -+ y dans G un element
e . g E Ex.
La categorie Faisa(X) de tous les faisceaux equivariants et de toutes les applications equivariantes
est un topos avec assez de points.
3. Resultats
Les deux theoremes suivants donnent une representation des topos avec assez de points par des
espaces topologiques, du point de vue des faisceaux, ainsi que du point de vue cohomologique.
TH~OREME A. - Soit T un topos avec assez de points. II existe un groupotde topologique G :::i XT
tel que, aequivalence des categories pres, Test la categorie Faisa(XT) des faisceaux equtvariants
sur X T .
Cette equivalence de categories T ~ Faisa(XT) nous donne un morphisme de topos
ip : Fais(XT) -+ T.
Son image inverse <po est definie par composition de l'equivalence T ~ Faisa(XT) et du foncteur
« d'oubli » Faisa(XT )-+Fais(XT). La construction de X T est telle que ip" donne un plongement
fidele
ip": T '---> Fais(XT ) .
Le resultat suivant exprime que ce plongement induit des isomorphismes en cohomologie. C'est la
reduction cohomologique de topos aux espaces topologiques.
THEOREME B. - Soit A E Ab(T) un groupe abelien de T. Le morphisme ip induit un isomorphisme
naturel
HO(T, A) -S W(XT , <p·(A)).
(A gauche: cohomologie de topos; a droite : cohomologie d'espaces topologiques a coefficients
dans un faisceau.)
Remarque. - Dans la demonstration, on a une propriete plus forte: Ie foncteur image directe <po
est tel que:
(Rq )(.A) = { A q = 0,
<po <p 0 s > o.
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Par consequent, cp* donne un plongement pleinement fidele D+(T) c D+(Xr) des categories
derivees, De la meme facon , on demontre Ie resultat analogue pour un anneau de base arbitraire A
(anneau de T).
4. Construction de l'espace X T et du morphisme Fais(XT ) -+ T
Choisissons un faisceau F E T tel que la famille de taus les sous-faisceaux C C F" (n ~ 0) forme
une famille generatrice de T . Soit .A un ensemble (petit) muni d'assez de points de T et soit ;;. un
cardinal majorant les cardinalites des fibres p*(F) = Fp , p E .A. Les points de X T seront les classes
d'equivalence de couples (p, o), OU P E .A et o : D -+ Fp est une fonction d'ensernbles, definie sur un
sous-ensemble source(cr) = D c K., et ayant la propriete que cr-1(f) est infini pour chaque f E Fp •
Deux tels couples (p,cr) et (q,{3) seront dit equivalents (c'est-a-dire determinent Ie meme point
de X T ) s'il y a un isomorphisme naturel () : p* -+ q* tel que ()F 0 cr = {3. La topologie de X T
sur cet ensemble de points est dcfinie par la base suivante : pour chaque sous-faisceau C C F" et
tous AI, ... , An E K., I'ensemble
est un ensemble ouvert appartenant a la base de XT . (On note qu'un tel ensemble est bien defini
sur les classes d'equivalence.)
Le morphisme de topos cp : Fais(XT ) -+ T est determine uniquement (a un isomorphisme naturel
pres) par son foncteur image inverse ip": T -+ Fais(XT ) , que I'on definit de la maniere suivante :
pour un objet (faisceau) E de T, cp*(E ) sera l'ensemble {(p ,o , e) I (p,o) E X T et e E Ep } ,
avec une projection evidente 7f : cp* (E) -+ X T . Plus precisement, c' est I' ensemble des classes
d'equivalence, ou (p, o, e) "" (q, (3, e') si (p,cr) "" (q, (3) par un isomorphisme () tel que ()E: Ep -+ Eq
satisfait l'identite ()E(e) = e' . L'ensemble cp*(E) est muni d'une topologie naturelle, pour laquelle
la projection 7f: cp*(E) -+ X T est une application etale (homeomorphisme local), done cp*(E) est
un faisceau sur I'espace XT •
5. Cohomologie Hale
Dans Ie cas particulier OU T est Ie topos etale d'un schema Y, nous precisons la description de
l'espace X et Ie Theorerne B. Le lecteur est renvoye a l'Expose VIII de Grothendieck dans [I] pour
quelques definitions principales, et a [7] pour les proprietes les plus importantes des anneaux locaux
strictement henseliens ainsi qu'a la construction de l'henselise strict.
Prenons un corps de base k fixe et un schema Y sur k. Soit Yet Ie site etale sur Y et Yet Ie topos
etale correspondant. Pour un point y E Y, on note k(y) Ie corps residuel de l'anneau local OY,y et
k(y) sa cloture separable. Le groupe galoisien Gal(k(y)jk(y)) sera note 7fy •
Considerons Ie faisceau A sur Yet, associant a chaque objet f : Z -+ Y du site etale I'anneau
r(Z, 1*(01')); c'est un anneau local du topos Yet. Le foncteur Ahs sur Yet defini...£ar Ahs(f :
Z -+ Y) = r(Z, Oz) est aussi un faisceau; c'est un anneau strictement henselien de Yet (voir [4]).
L'extension A -+ Ahs est I'anneau henselise strict de A. Le foncteur Ahs joue Ie role de l'objet F.
Considerons encore l'extension A -+ Ahs des anneaux de Yet. Pour chaque point y de Y
correspondant au point jj du topos, la fibre Ay -+ A~s est l'henselise strict de OY,y = Ay , relativement
a la cloture separable k(y) ~ k(y). On ecrit alors O~~y au lieu de A~s, et I'on considerera O1',y
comme sous-ensemble de O~y.
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Acause de la propriete de l'henselise strict (voir [3], § 18, et aussi [7], Section VIII.2), Ie groupe
galoisien 'Try opere sur O~y, disons a gauche. L'anneau local OY,y C O~~y est stable par cette
operation.
Soit I un ensemble dont la cardinalite est au moins celie de chacun des anneaux locaux henseliens
. mhs
stncts '-'y,y'
Avec ces notations, DOUS pouvons donner la description suivante de I'espace X = X r et du
Theoreme B, dans le cas particulier du topos etale T = Yet.
Pour un point y E Y, considerons toutes les fonctions (<< enumerations ») a: source(a) --t Or~y
definies sur un sous-ensemble source(a) C I, et ayant la propriete que a- 1(b) soit infini pour
chaque element b E O~y. Deux telles enumerations a et 13 sont dites equivalentes, a '" 13, si
source(a) = source(f3), et s'il existe un 9 E'Try tel que g. a(i) = f3(i) pour chaque i E source(a).
Les points de l'espace X sont les classes d'equivalence des couples (y, a), ou (y, a) '" (z,f3) si
y = z et a ,..., 13.
La construction du § 2 donne pour chaque faisceau etale E E Yet un faisceau cp. (E) sur I'espace X,
a fibre E y au-dessous de (y, a). Notre Theoreme donne un isomorphisme naturel
pour un faisceau abelien A quelconque sur Yet, et pour chaque n 2: o.
6. Demonstration
Les details de la demonstration du Theorerne B sont presentes dans [2]. L'ingredient principal est
que, pour chaque point p : P --t T, on a un diagramme commutatif
Fais(Ep )
i
--+ Fais(X)
~1
P
p
--+ T,
ou Ep est I'espace des fonctions a : D --t Fp , a fibres infinies (voir § 4), muni de la topologie
engendree par les ensembles Vi,! = {a : D --t Fp liE D, a( i) = f}, ou i E I et f E Fp • On montre
que c'est un espace acyclique et que, de plus, pour les foncteurs images inverses cp. et 1/J*, il existe
des foncteurs cp, et 'I/J! adjoints a gauche, satisfaisant l'identite de changement de base 'ljJ,i· =p.cp!.
Note remise Ie 15 mars 1997, acceptee apres revision Ie 19 juin 1997.
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